Vārds, Uzvārds: ____Toms Stūrmanis_______________________ 
Grafu teorija
Grafu teorija ir matemātikas nozare, kas pēta objektu (virsotņu) un to saistību (šķautņu) struktūras. Šeit ir īss un pārskatāms izklāsts:
1. Eilera uzdevums
Slavenais Kēnigsbergas tiltu uzdevums (1736. gads) bija sākums grafu teorijai. Leonards Eilers pierādīja, ka nav iespējams izstaigāt visus septiņus pilsētas tiltus, katru šķērsojot tieši vienu reizi un atgriežoties sākumpunktā.
· Secinājums: Lai grafu varētu uzzīmēt, neatraujot roku un nevelkot divreiz pa vienu līniju, virsotnēm ar nepāra šķautņu skaitu (pakāpi) jābūt vai nu 0 (cikls), vai tieši 2 (ceļš).
2. Pamatdefinīcijas
· Grafs (G): Struktūra, ko veido kopa ar virsotnēm (V) un kopa ar šķautnēm (E).
· Virsotne: Punkts, kas apzīmē objektu.
· Šķautne: Līnija, kas savieno divas virsotnes.
· Virsotnes pakāpe: Šķautņu skaits, kas iziet no konkrētās virsotnes.
· Cilpa: Šķautne, kas savieno virsotni ar pašu sevi.
Ja grafs ir planārs (to var uzzīmēt plaknē tā, ka tā šķautnes nekrustojas), tad starp tā virsotnēm, šķautnēm un skaldnēm pastāv nemainīga sakarība.
Eilera formula: (V-E+F=2)
Svarīgi nosacījumi un jēdzieni:
1. Kas ir skaldne (F)?
Tie ir "caurumi" jeb noslēgtie laukumi, ko ierobežo grafa šķautnes.
Piemērs: Ja uzzīmējat kvadrātu, tam ir 1 iekšējā skaldne un 1 ārējā (beidzamā) skaldne. Kopā  F=2.
2. Kāpēc tas darbojas?
Formula V-E+F=2 ir spēkā jebkuram sakarīgam (visas virsotnes ir saistītas) planāram grafam. Ja grafs nav sakarīgs (sastāv no vairākām daļām k), formula kļūst par V-E+F=2+k.
3. Piemērs (Kubs):
Iedomājieties kubu kā grafu (to var "izplacināt" plaknē):
· Virsotnes (V) = 8
· Šķautnes (E) = 12
· Skaldnes (F) = 6
· Pārbaude: 8-12+6=2. Formula strādā!
4. Praktiskais ierobežojums:
Planāram grafam bez cilpām (kur ) vienmēr izpildās nosacījums:


3. Grafu veidi un īpašības
· Orientēts grafs: Šķautnēm ir noteikts virziens (bultiņas).
· Neorientēts grafs: Savienojumi ir abpusēji.
· Sajūgts (sakarīgs) grafs: No jebkuras virsotnes var nokļūt uz jebkuru citu virsotni.
· Pilnais grafs: Katra virsotne ir savienota ar visām pārējām virsotnēm.
· Koks: Sakarīgs grafs bez cikliem (slēgtiem kontūriem).
4. Grafu modeļi un piemēri
Grafi palīdz vizualizēt un risināt sarežģītas loģistikas problēmas:
· Transporta tīkli: Pilsētas ir virsotnes, ceļi ir šķautnes (tiek izmantoti maršrutu plānošanā, piem., Waze).
· Sociālie tīkli: Cilvēki ir virsotnes, draudzības saites – šķautnes.
· Datoru tīkli: Ierīces un to saslēgumi.
· Molekulārā bioloģija: Atomi un ķīmiskās saites.
Teorētiskais uzdevumi:
(Ļauj "redzēt" matemātiskās īpašības aiz vizuāliem vai loģiskiem modeļiem). 
1. Grafu eksistence un "Rokasspiedienu secība"
Uzdevums: Vai eksistē neorientēts grafs ar 5 virsotnēm, kuru virsotnes pakāpes ir:
· a) 2, 3, 3, 4, 4
· b) 1, 2, 3, 4, 5
· c) 3, 3, 3, 3, 3
Mērķis: Pārbaudīt teorēmu, ka visu virsotņu pakāpju summai jābūt pāra skaitlim (jo katra šķautne pievieno +2 kopējai summai).
Atbilde: 
a) Jā, 
Pirmais solis ir saskaitīt visas pakāpes: 2+3+3+4+4=16. Tā kā summa (16) ir pāra skaitlis, grafs teorētiski var eksistēt (katra šķautne savieno divas virsotnes, tāpēc kopējai summai vienmēr jābūt divreiz lielākai par šķautņu skaitu). Šajā gadījumā grafam būs 8 šķautnes.
Praktiskā konstrukcija (Kā to uzzīmēt?)
Pieņemsim, ka mums ir virsotnes A, B, C, D, E.
· Sākam ar lielākajām pakāpēm (4, 4):
· Virsotnes D un E savienojam ar visām pārējām virsotnēm.
· Tagad D pakāpe ir 4 (savienots ar A, B, C,E).
· Tagad E pakāpe ir 4 (savienots ar A, B, C, D)
A
B
C
E
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Pārbaudām esošās pakāpes:
A=2, B=2, C=2, D=4, E=2.
Pieliekam trūkstošo šķautni:
Mums vajag, lai divām virsotnēm (piemēram, B un C) pakāpe būtu 3, nevis 2.
Savienojam B ar C.
A
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E
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Pārbaudām TAGAD esošās pakāpes:
A=2, B=3, C=3, D=4, E=2.
b) Nē (max pakāpe nevar būt 5, ja ir 5 virsotnes bez cilpām),
Šāds grafs neeksistē.
Divi galvenie iemesli:
· Pāru summas likums (Rokasspiedienu lemma): Saskaitot pakāpes 1+2+3+4+5=15. Summa ir nepāra skaitlis, kas nav iespējams (katrai šķautnei ir divi gali, tāpēc summai vienmēr jābūt pāra).
· Loģiskā pretruna (bez cilpām): Ja grafā ir tikai 5 virsotnes, maksimālā iespējamā vienas virsotnes pakāpe ir 4 (viena virsotne var savienoties ar visām pārējām četrām). Virsotne ar pakāpi 5 nevar eksistēt grafā bez cilpām un paralēlām šķautnēm.

c) Nē (summa ir 15).
Šāds grafs neeksistē.
Pamatojums:
· Saskaitot pakāpes 3+3+3+3+3=15 . Atkal saskaramies ar to pašu problēmu: pakāpju summa ir 15 (nepāra skaitlis).
· Tā kā katra šķautne savieno divas virsotnes, kopējam "šķautņu galu" skaitam ir jādalās ar 2. Šeit mums sanāktu 7.5, šķautnes, kas grafu teorijā nav pieļaujams.



PĀRBAUDES DARBS: Grafu teorijas pamati
Vārds, Uzvārds: _______TomsStūrmanis__________________________ Datums: _21.04.2026___________
1. UZDEVUMS: Grafu eksistence un īpašības
Pamatojiet, vai eksistē neorientēts grafs (bez cilpām) ar dotajām virsotņu pakāpēm. Ja eksistē, norādiet šķautņu skaitu. Ja nē – paskaidrojiet, kāpēc!
A) Virsotņu pakāpes: 2, 3, 3, 4, 4
· Atbilde (eksistē / neeksistē): __eksistē________________
· Šķautņu skaits (ja eksistē): ___16_______________
· Pamatojums:__ 2, 3, 3, 4, 4 summa ir 16 kas ir pāra
B) Virsotņu pakāpes: 1, 2, 3, 4, 5 (kopā 5 virsotnes)
· Atbilde (eksistē / neeksistē): __neeksistē________________
· Pamatojums:___Jo summa ir 15___
C) Virsotņu pakāpes: 3, 3, 3, 3, 3
· Atbilde (eksistē / neeksistē): __neeksiste________________
· Pamatojums:__Summa ir 15__

2. UZDEVUMS: Eilera ceļi un cikli
Aplūkojiet grafu, kura virsotņu pakāpes ir: {2, 2, 4, 4, 2}.
1. Vai šajā grafikā ir iespējams Eilera cikls (iziet visas šķautnes un atgriezties sākumā)? _Jā_________
2. Kāds ir galvenais nosacījums, lai grafā eksistētu Eilera cikls?
Pāra skaits

Aplūkojiet grafu, kura virsotņu pakāpes ir: {3, 2, 2, 4, 3}.
1. Vai šajā grafikā ir iespējams Eilera ceļš (iziet visas šķautnes, nesākot un nebeidzot tajā pašā punktā)? __Jā________
2. Kurās virsotnēs (pēc to pakāpēm) šāds ceļš obligāti ir jāsāk un jābeidz?
Ar 3 un 3


3. UZDEVUMS: Definīcijas un modeļi
Īsi atbildiet uz jautājumiem:
1. Kas ir pilnais grafs? kur katra virsotne ir savienota ar katru citu virsotni ar šķautni_________________________________________________________
2. Cik šķautņu ir pilnajā grafā ar 4 virsotnēm? _6_________
3. Ar ko koks atšķiras no parasta sakarīga grafa? Koks ir bez cikliem____________________________________
4. Miniet vienu piemēru, kur programmēšanā vai datu bāzēs tiek izmantota koka struktūra:
Failu sistēma datorā


4. UZDEVUMS:
Ja neorientētā grafā ir 10 virsotnes un katras virsotnes pakāpe ir 3, cik šķautņu ir šajā grafikā?
· Aprēķins: _10*3=30; 30/2=15____ Atbilde: _15_________
5. UZDEVUMS: Planaritātes programmātiskā pārbaude
Vai (grafu) ir iespējams uzzīmēt plaknē bez šķautņu krustošanās.
Dati: Dots grafs ar V=10 virsotnēm un E=26 šķautnēm.
1. Izmantojot planāra grafa īpašību (V-E+F=2), veiciet aprēķinu un nosakiet, vai šis grafs var būt planārs!
· Aprēķins: 3⋅10−6=24,26>24
2. Secinājums: Grafs nevar būt planārs, jo šķautņu skaits pārsniedz maksimāli pieļaujamo.
3. Cik būtu maksimāli pieļaujamais šķautņu skaits šādam grafam, lai tas vēl teorētiski varētu būt planārs?
· Atbilde: __24________
4. [bookmark: _GoBack]Kāpēc programmā šādu "ātro pārbaudi" (pārbaudīt tikai virsotņu/šķautņu skaitu) ir izdevīgi veikt pirms sarežģītu zīmēšanas algoritmu palaišanas?___ Jo tā ļauj ātri noteikt, vai grafs vispār var būt planārs___



2. Eilera ceļa un cikla analīze
Uzdevums: Dots grafs, kas attēlo mikrorajona ielu tīklu.
1. Noteikt katras virsotnes pakāpi.
2. Pamatot, vai grafikā eksistē Eilera cikls (var iziet visas šķautnes un atgriezties sākumā).
3. Pamatot, vai eksistē Eilera ceļš (var iziet visas šķautnes, bet sākums un gals atšķiras).
Mērķis: Nostiprināt zināšanas par nepāra pakāpju skaitu (0 — cikls, 2 — ceļš).

Risinājums. Iedomāsimies tipisku grafu (mikrorajona modeli) ar 5 virsotnēm (A, B, C, D, E):
Pieņemtais modeļa apraksts (grafs):
· Kvadrāts: A-B, B-C, C-D, D-A 
· Iekšējā šķautne (iela): , A-C
· Atzars:  C-E
A
B
C
D
E

Virsotņu pakāpju noteikšana
Saskaitām, cik šķautņu (ielu) ieiet katrā virsotnē (krustojumā):
· A=3  — nepāra
· B=2 — pāra
· C=4 — pāra
· D=2 — pāra
· E=1 — nepāra
Eilera cikla eksistence
· Atbilde: Šajā grafikā Eilera cikls neeksistē.
Pamatojums: Saskaņā ar Eilera teorēmu, Eilera cikls eksistē tikai tad, ja visu virsotņu pakāpes ir pāra skaitļi. Šajā piemērā virsotnēm A un E ir nepāra pakāpes, tādēļ nav iespējams iziet visas ielas un atgriezties sākumpunktā, nevienu ielu neizbraucot divreiz.
Eilera ceļa eksistence
Atbilde: Šajā grafikā Eilera ceļš eksistē.
Pamatojums: Saskaņā ar teorēmu, Eilera ceļš eksistē, ja grafikā ir tieši divas virsotnes ar nepāra pakāpi.
· Mūsu gadījumā nepāra virsotnes ir A=3 un E=1.
· Secinājums: Maršruts ir iespējams, ja to sāk virsotnē  A un pabeidz virsotnē E (vai otrādi).


Pārbaudes darbs: Grafu teorijas pamati
1. Uzdevums: Terminu atpazīšana
Savieno jēdzienu ar tā definīciju!
1. Koks	a) Grafs, kurā katra virsotne savienota ar visām pārējām.
2. Pilnais grafs 	b) Grafs, kurā šķautnēm ir norādīts virziens.
3. Orientēts grafs 	c) Sakarīgs grafs, kurā nav ciklu.
2. Uzdevums: Grafu analīze (7 punkti)
Zemāk dots mikrorajona ielu plāns (grafs G). Izpildi prasības!
A) Nosaki un pieraksti katras virsotnes pakāpi:

A
B
C
D
E
E

· A=_  — nepāra/pāra
· B=_ — nepāra/pāra
· C=_ — nepāra/pāra
· D=_ — nepāra/pāra
· E=_ — nepāra/pāra
F=_ — nepāra/pāra
B) Vai šajā rajonā kurjers var izbraukt visas ielas tieši vienu reizi (Eilera ceļš)?
· Jā
· Nē
C) Pamato savu atbildi, balstoties uz Eilera teorēmu:


D) Ja atbilde ir "Jā", kurās virsotnēs kurjeram ir jāsāk un jābeidz savs maršruts?
Sākums: _________  Beigas: _________



3. Koku un pilno grafu īpašības
Uzdevums:
1. Cik šķautņu ir pilnajā grafā ar n=6 virsotnēm? (Formula: n(n-1)/2).
2. Ja mums ir koks ar 10 virsotnēm, cik šķautņu tam obligāti ir? (Īpašība: n-1).
3. Vai pilnais grafs ar 4 virsotnēm satur ciklu?
Mērķis: Iemācīt studentiem atpazīt striktas matemātiskas likumsakarības specifiskos grafu veidos.
Atrisinājumi koku un pilno grafu īpašību uzdevumam:
Cik šķautņu ir pilnajā grafā ar n=6virsotnēm?
· Formula:  
· Aprēķins: 
· Paskaidrojums: Katra no 6 virsotnēm ir savienota ar 5 citām virsotnēm, bet tā kā katra šķautne savieno divus punktus, rezultāts jādala ar 2, lai izvairītos no dubultas saskaitīšanas.
Ja mums ir koks ar 10 virsotnēm, cik šķautņu tam obligāti ir?
· Īpašība: E=N-1
· Aprēķins: E=10-1=9
· Paskaidrojums: Jebkurā kokā (sakarīgā grafā bez cikliem) šķautņu skaits vienmēr ir par vienu mazāks nekā virsotņu skaits. Ja tiktu pievienota 10. šķautne, obligāti izveidotos cikls.
Vai pilnais grafs ar 4 virsotnēm satur ciklu?
· Atbilde: Jā.
· Pamatojums: Pilnais grafs ar 4 virsotnēm (K4) satur vairākus ciklus (piemēram, kvadrātu pa perimetru vai trijstūrus starp jebkurām 3 virsotnēm). Jebkurš pilnais grafs, kurā , satur ciklus.


Teorijas pārbaudes darbs: Koki un Pilnie grafi
1. daļa: Pilnie grafi (Kn)
1. Definīcija: Ar ko pilnais grafs atšķiras no parasta sajūgta grafa?
____________________________________________________________
2. Aprēķins: Grafikā ir 8 virsotnes. Cik šķautņu nepieciešams, lai tas būtu pilnais grafs? (Uzraksti formulu un rezultātu)
___________________________________________________________________
3. Īpašība: Kāda ir katras virsotnes pakāpe pilnajā grafā ar n virsotnēm?
a) n
b) n-1
2. daļa: Koki (T)
1. Definīcija: Uzskaiti divas obligātas koka pazīmes!
1. ______________________________________________________________
2. ______________________________________________________________
2. Likumsakarība: Ja kokā ir 100 virsotnes, cik šķautņu tajā atrodas?
____________________________________________________________________
3. Analīze: Vai koks var saturēt Eilera ciklu? Pamato savu viedokli!
___________________________________________________________________
3. daļa: Salīdzināšana
1. Apgalvojums: "Jebkurš koks ir pilnais grafs." Vai tas ir patiess? (Jā/Nē) ________
2. Apgalvojums: "Jebkurš pilnais grafs ar n>2 satur ciklus." (Jā/Nē) ________
 
